
Введение

Данная статья является продолжением статьи
[1] и посвящена изучению дифференцируемого
отображения аффинного Qm и проективного Pn про-
странств при m<n.

В данной статье, как и в [1], решается задача об
инвариантном определении отображений аффин-
ного пространства Qm в многообразия M2n–1 вырож-
денных и M2n невырожденных нуль-пар проектив-
ного пространства Pn.

Статья состоит из трех разделов. В первом разде-
ле приводится аналитический аппарат, связанный с
определением отображения Vm,n:Qm→Pn(m<n). Во
втором разделе доказываются теоремы об инвари-
антном определении дифференцируемых отображе-
ний fm

2n–1:Qm→M2n–1 и fm
2n:Qm→M2n(m<n) с заданной в

текущей точке B∈Qm оснащающей (n–m)-плоскости
Ln–m⊂Pn к m-поверхности Sm в соответствующей при
отображении Vm,n(m<n) точке A0∈Pn. Третий раздел
посвящен инвариантному определению оснащаю-
щей (n–m)-плоскости Ln–m.

Все рассмотрения в данной статье носят локаль-
ный характер, а встречающиеся функции предпо-
лагаются функциями класса C∞. Обозначения и тер-
минология соответствуют принятым в [1–9].

1. Аналитический аппарат

1.1. Пусть задано m-мерное аффинное про-
странство Qm, отнесенное к подвижному аффинно-
му реперу Q={B

–
,ε–a} с деривационными формулами

и структурными уравнениями

(1)

1.2. Рассмотрим n-мерное эквипроективное
пространство Pn, отнесенное к подвижному экви-
проективному реперу P={A

–
I} с деривационными

формулами и структурными уравнениями:

(2)

Здесь предполагается, что линейно независи-
мые аналитические точки A

–
K∈Pn удовлетворяют

условию:

(3)

т. е. внешнее произведение аналитических точек 
A
–

K равно 1. Из (2) и (3) получаем

1.3. Будем рассматривать дифференцируемое
отображение

(4)

аффинного Qm и проективного Pn пространств. Ре-
перы Q и P выбираются так, что дифференциаль-
ные уравнения отображения (4) принимают вид:

(5)

Здесь величины Aa
i с учетом (1) и (2) являются

компонентами внутреннего фундаментального гео-
метрического объекта первого порядка

(6)

отображения (5) в смысле Г.Ф. Лаптева [2, 3] и удо-
влетворяют дифференциальным уравнениям:

(7)

Заметим, что геометрически отображение (4)
направление u={B

–
,ε–a}ua∈Qm в точке B∈Qm перево-

дит в направление

(8)

пространства Pn в соответствующей точке A0∈Pn.
В данной статье в случае m<n, как и в статье [1]

в случае m=n, решается задача о нахождении полей
геометрических образов, определяемых геометри-
ческим объектом (6) и внутренним фундаменталь-
ным геометрическим объектом второго порядка

(9)

компоненты которого удовлетворяют дифферен-
циальными уравнениям (7) и уравнениям

(10)
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2. Случай отображения Vm,n(m<n)

В этом разделе будет использована следующая
система индексов

(11)

2.1. Заметим, что в рассматриваемом случае
(m<n) отображение (5) является инъективным ото-
бражением. При этом точка A0∈Pn как образ точки
B∈Qm описывает m-поверхность Sm в Pn, когда точ-
ка B пробегает пространство Qm. Обозначим Lm m-
плоскость, касательную к Sm в точке A0, и канони-
зируем проективной репер P пространства Pn так,
чтобы

(12)

Здесь и в дальнейшем символом Ls=(X
–

0,X
–

1,…,X
–

s)
обозначается s-плоскость Ls⊂Pn, проходящая через
линейно независимые аналитические точки
X
–

0,X
–

1,…,X
–

s.
По аналогии с [4] с учетом (2), (5), (7)–(12) полу-

чаем

(13)

Отсюда следует, что с инъективным отображе-
нием (5) ассоциируется отображение

(14)

Будем предполагать, что это отображение явля-
ется невырожденным (биективным), т. е.
det[Aa

α]≠0. Тогда можно ввести в рассмотрение ве-
личины Bα

a по формулам

(15)

Из дифференциальных уравнений (13) с учетом
(15) получаем

(16)

2.2. Обозначим Ln–m(n>m) оснащающую (нор-
мальную) (n–m)-плоскость к m-поверхности Sm в
точке A0∈Sm, соответствующую точке B∈Qm при
отображении (14):

Проективный репер P пространства Pn канони-
зируем так, чтобы

(17)

Из дифференциальных уравнений (2) с учетом
(15)–(17) получаются дифференциальные уравне-
ния:

(18)

В соответствии с [6] и с учетом (17) заключаем,
что аффинному пространству Qm в соответствую-
щем проективном пространстве отвечает многооб-
разие E(0;n–m;m), элемент которого состоит из
точки A0, (n–m)-плоскости Ln–m и m-плоскости Lm.
Поэтому с учетом (18), [5] и [6] заключаем, что
каждой точке B∈Qm в проективном пространстве
Pn отвечает (n–m–1)-плоскость L

~
n–m–1⊂Ln–m, которая

в терминах проективного репера P определяется
уравнениями

(19)

В соответствии с определением 1 в [6] эта
(n–m–1)-плоскость называется полярной (n–m–1)-
плоскостью. Из (18) следует, что система величин
A
~α

α�α
удовлетворяет дифференциальным уравнениям

(по α суммировать).    (20)

Проведем такую канонизацию проективного
репера P пространства Pn, при которой

(21)

Из дифференциальных уравнений (20) с учетом
(21) получаются следующие дифференциальные
уравнения

(22)

В соответствии с [7] из дифференциальных ура-
внений (22) заключаем, что канонизация репера P
типа (21) существует в точке B∈Qm. Геометрически
эта канонизация с учетом (19) означает, что

(23)

2.3.1. Заметим с учетом (14) и (17), что геоме-
трически невырожденное отображение Vm,m:Qm→Lm

каждое направление u={B
–

,ε–a}ua∈Qm переводит в на-
правление x∈Pn:

Поэтому в соответствии с [1] и с учетом (15)
можно ввести в рассмотрение величины

(24)

которые в силу (13) и (18) удовлетворяют диффе-
ренциальыми уравнениям [1]:
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(25)

Каждой точке B∈Qm в проективном пространстве
Pn сопоставим гиперплоскость y, проходящую через
(n–m)-плоскость Ln–m, которую в терминах проектив-
ного репера P с учетом (17) зададим уравнением:

(26)

Проведем для этой гиперплоскости рассужде-
ния, аналогичные тем, которые проведены в [1]
для гиперплоскости (17) и воспользуемся соотно-
шениями (13)–(16). Тогда получим, что каждой ги-
перплоскости (26), проходящей через (n–m)-пло-
скость Ln–m и отвечающей точке B∈Qm в простран-
стве Pn, соответствует гиперконус K

~ 2
n–1(y) с верши-

ной Ln–m, определяемый уравнением

В силу (12) определяется нижеследующий конус

(27)

Точке B∈Qm в соответствующей m-плоскости
Lm⊂Pn сопоставим точку Z–=z0A

–
0+zαA

–
α . Полярой

этой точки относительно конуса K
~ 2

m–1∈Lm в силу
(27) является (m–1)-плоскость y~=Lm–1(y)∈Lm, опре-
деляемая уравнениями:

(zβ фиксированы).  (28)

Таким образом, с учетом (15), (27) и (28) заклю-
чаем, что каждой точке B∈Qm отвечает центропро-
ективное преобразование

(29)

m-плоскости Lm в себя с центром в точке A0∈Pn, ко-
торое (m–1)-плоскость y∩Lm–1 переводит в (m–1)-
плоскость y~∈Lm. Из (29) замечаем, что точке B∈Qm

в m-плоскости Lm отвечает (m–1)-плоскость

(30)

которая в общем случае не проходит через точку A0.
Таким образом, с учетом (30) и (23) доказана

следующая теорема.
Теорема 2.1. Каждой (n–m)-плоскости Ln–m, со-

ответствующей точке B∈Qm, с отображением
Vm,n:Qm→Pn(m<n) инвариантным образом ассоци-
ируется отображение fm

2n–1:Qm→M2n аффинного
пространства Qm в многообразие M2n всех невырож-
денных нуль-пар {A0,Ln–1,A0∉Ln–1}, где

(31)

2.3.2. Проводится такая канонизация проек-
тивного репера P пространства Pn в точке B∈Qm,
при которой

(32)

Из (25) с учетом (1), (22) и (32) получаются сле-
дующие дифференциальные уравнения:

(33)

Эти дифференциальные уравнения в соответ-
ствии с [7] свидетельствуют о существовании кано-
низации проективного репера P типа (32). Геоме-
трически эта канонизация с учетом (31) означает,
что Ln–1=(A

–
1,A

–
2,…,A

–
n). С помощью величин Aαa, Aa

β и
G γ

αβ с учетом (33), (15), (24) и (32) в точке B∈Qm рас-
смотрим следующие величины

(34)

Из дифференциальных уравнений (25), (33), (7)
и (16) получаются следующие дифференциальные
уравнения в точке B∈Qm, которым удовлетворяют
величины (34):

Так же, как и в [1, (33)–(45)], где вместо индек-
сов i, j, k надо иметь в виду индексы α,β,γ=


1,m


, по-
лучаем в силу (17), что с системой величин ассоци-
ируется в точке B∈Qm гиперплоскость *Ln–1∋A0,
*L⊂Ln–m, определяемая уравнением:

(35)

Таким образом, с учетом (35) справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема 2.2. Каждой (n–m)-плоскости Ln–m в
точке B∈Qm с отображением Vm,n:Qm→Pn(m<n) ин-
вариантным образом ассоциируется отображение
fm

2n–1:Qm→M2n–1 аффинного пространства Qn в много-
образие M2n–1 всех вырожденных нуль-пар
{A0;

*Ln–1}:, A0∈
*Ln–1⊂Pn.

3. Инвариантное оснащение

В этом пункте будет инвариантным образом
определена оснащающая (n–m)-плоскость (17) в
точке A0∈Sm⊂Pn, соответствующей точке B∈Qm при
отображении (14).

3.1. В соответствии с [5] с помощью величин A
~α�

αβ в
(16) в точке A0∈Sm⊂Pn, отвечающей точке B∈Qm,
рассмотрим следующие симметрические величины:

(36)
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Из (16) получаются дифференциальные уравне-
ния, которым удовлетворяют величины (36):

(37)

Здесь явный вид величин, стоящих при ω0
β, для

нас несущественный. Заметим с учетом [5], что ве-
личины (36) определены при условии, если числа
m и n удовлетворяют неравенствам

(38)

3.2. С помощью величин (36) в точке B∈Qm про-
ведем такую канонизацию проективного репера P
пространства Pn, при которой [5]:

(39)

Здесь A~ – определитель порядка (n–m)2, имею-
щий вид:

(40)

где Mα�=||A~α�...α�β
�
γ||, (α≠β�,γ�); (индекс α� фиксирован), а

матрица Mγ�

α�β�
=||Aα�...α�||  состоит из одного ненулевого

элемента, принадлежащего строке с номером β� и
столбцу с номером γ�. Заметим с учетом (39) и (41),
что определитель A~ в общем случае не равен нулю в
точке B∈Qm. Поэтому в этой точке в силу (38) и (40)
получаем с учетом (2) следующие дифференциаль-
ные уравнения

(41)

Здесь явный вид величины, состоящих при ω0
β,

для нас несущественный.
В соответствии с [7] дифференциальные уравне-

ния (41) свидетельствуют о существовании кано-
низации репера P типа (39).

3.3. Точке B∈Qm в соответствующем простран-
стве Pn сопоставим гиперплоскость Ln–1(x)⊃Lm,
определяемую в терминах проективного репера P
пространства Pn уравнением:

(42)

Из (16), (2), (36) и (42) в соответствии с [5] полу-
чаем, что множество всех гиперплоскостей Ln–1, со-
держащих Lm и бесконечно близкие к Lm первого
порядка вдоль соответствующих фокальных [7, 8]
направлений в точке A0∈Sm, определяет в Pn алге-
браический гиперконус Фn–1 порядка m с верши-
ной Lm. Этот гиперконус, в [9, 8] называемый фо-
кальным, определяется уравнением

(43)

Заметим, что этот гиперконус определяется
при всех m и n, удовлетворяющих с учетом (36) не-
равенствам (38).

3.4. Обозначим Wm
n–1,m систему линейно незави-

симых гиперплоскостей yβ
�

y
α�
β�, проходящих через Lm

и не принадлежащих гиперконусу Ф m
n–1. В соответ-

ствии с [5] эта система гиперплоскостей называет-
ся основной относительно Фm

n–1, если линейным по-
люсом (полюсом порядка m–1) каждой гиперпло-
скости yβ

�

относительно Фm
n–1 является (m+1)-пло-

скость, проходящая через Lm и принадлежащая
всем остальным гиперплоскостям системы Wm

n–1.
По аналогии с [5] из (43) получаем, что система
Wm

n–1 будет основной тогда и только тогда, когда ве-
личины y

α�
β� 

удовлетворяют системе алгебраических
(n–m) уравнений

(44)

Как и в [5], показывается, что система (44) име-
ет в общем случае конечное число решений относи-
тельно y

α�
β�. Геометрически это в силу (40) означает,

что гиперплоскости Lα�

n–1 и соответствующие им
(m+1)-плоскости Lα�

m+1

(45)

образуют основную систему E
�

n–1∈Wm
n–1. При этом из

рассмотрения исключается случай A
~=0, когда ос-

новные гиперплоскости Wm
n–1 определяются бесчи-

сленным числом способов.
3.4.1. Точке B∈Qm сопоставим в соответствую-

щем проективном пространстве Pn гиперплоскость

(46)

(см. (45)). Из (46) и (45) в силу (2) и (41) следует,
что точка

отвечающая точке B∈Qm, описывает (n–m–1)-пло-
скость Lm+1

n–m–1 – характеристический элемент гипер-
плоскости Lm+1

n–1, т. е. совокупность касательных к
линиям, описываемым точкой X вдоль Sm, тогда и
только тогда, когда xα� и xα�(α� ≠m+1) удовлетворя-
ют системе линейных уравнений:

(47)

Проведем такую канонизацию проективного
репера P, при которой

(48)

Из дифференциальных уравнений (41) и (2) в
силу (48) получаются дифференциальные уравне-
ния
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(49)

Здесь явный вид величин, стоящих при ω γ, для
нас несущественный.

Дифференциальные уравнения (49) свидетель-
ствуют с учетом [7] о существование канонизации
типа (48). Из (47) замечаем, что геометрически эта
канонизация означает следующее:

(50)

При этом из рассмотрения исключается случай
det[A

~
αβ
m+1]=0, когда (n–m–1)-плоскость Lm+1

n–m–1 опреде-
ляется бесчисленным числом способов.

3.4.2. Как и в случае гиперплоскости (46) в соот-
ветствии с (41) получаем, что характеристический
элемент Ln

n–m–1 гиперплоскости Ln
n–1=(Lm,A–m+1,…,A–n–1)

определяется системой линейных уравнений:

Отсюда с учетом (46) следует, что нижеследую-
щая система линейных уравнений определяет пря-
мую L – пересечение (m+1)-плоскости Lm+1

m+1=(Lm,A–m+1)
с (n–m–1)-плоскостью Ln

n–m–1:

(51)

Проводится такая канонизация проективного
репера, при которой

(52)

Из дифференциальных уравнений (41) с учетом
(2) и (52) получаются дифференциальные уравне-
ния

(53)

Здесь явный вид величин Aα
m+1βγ для нас несуще-

ственный.
Дифференциальные уравнения (53) в соответ-

ствии с [7] свидетельствуют о существовании кано-
низации типа (52). Геометрически эта канониза-
ция в силу (51) означает, что

(54)

Из (50) и (54) следует, что оснащающая (n–m)-
плоскость (17) в точке B∈Qm в соответствующем
проективном пространстве теперь определяется
инвариантным образом так, что Ln–m=∪Lm+1

n–m–1. При
этом дифференциальные уравнения (18) получа-
ются из (49) и (53). Поэтому с учетом теорем 2.1 и
2.2 справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1. С отображением Vm,n:Qm→Pn в слу-

чае инвариантным об-

разом ассоциируются конечным числом способов
отображения

Заключение

Из теорем 2.1, 2.2 и 3.1 следует, что для более
глубокого изучения отображения Vm,n:Qm→Pn мож-
но использовать с аналитической и геометриче-
ской точек зрения отображение аффинного про-
странства Qm в многообразия M2n–1 и M2n вырожден-
ных и невырожденных нуль-пар проективного
пространства Pn, соответственно.
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