
Заключение

Операторы из множества обобщённого операто-
ра Gsx могут быть использованы в приложениях и,
прежде всего, для описания пространств с дробной
размерностью и описания самых разных процессов
в таких пространствах.

Может оказаться, что для тех или иных кон-
кретных процессов в пространствах дробных раз-
мерностей будут подходить одни операторы дроб-
ного интегродифференцирования из множества
обобщённого оператора Gsx, а для других процес-

сов больше будут подходить другие операторы из
того же множества.

При выборе операторов из множества Gsx для
приложений можно исходить из теоретического
принципа простоты, согласно которому их двух
операторов правильным должен быть признан на-
иболее простой из них. Но принцип простоты но-
сит скорее рекомендательный характер. Оконча-
тельный отбор операторов из множества Gsx следу-
ет проводить, опираясь на конкретные результаты
наблюдений.
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Введение

Современное состояние и развитие мехатрони-
ки, авионики и точной электромеханики постави-
ло вопрос об адекватных механических моделях
динамики систем управляемого движения с пол-
ными и неполными дифференциальными програм-
мами движения высших порядков. К таким систе-
мам относятся системы, управляемые по резкости-
рывку и производным более высоких порядков.

Во второй половине ХХ в. стало понятно, что
большой класс движений систем, управляемых по
какой-либо программе, может быть описан как
класс систем с голономными и неголономными
связями общего вида [1]. А уравнения связей ис-
полняют роль программ движения. В рамках одно-

го формализма эти связи могут быть определены
как дифференциальные связи высших порядков.

Известно, что построение механики твердых
тел и распределенных систем на основе дифферен-
циальных и интегральных вариационных соотно-
шений и принципов является устоявшейся науч-
ной традицией [2–5] и с развитием вычислитель-
ных методов и техники приобрело большое прак-
тическое значение. Разделение всех принципов на
вариационные соотношения и собственно принци-
пы признается рядом авторов и имеет в рамках ва-
риационного исчисления глубокий смысл. При-
держиваясь этой точки зрения, мы всё же будем
называть в дальнейшем соотношения и собственно
принципы для краткости принципами. В данной
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работе рассмотрим подробно только уравнения
движений и дифференциальные принципы произ-
вольных порядков. Каковы же эти уравнения и
принципы?

Ответ на эти вопросы был получен в работах
[6–13]. Так, в статьях [6, 9] были выведены уравне-
ния движения систем с идеальными по Гартун-
гу–Добронравову [5] дифференциальными связя-
ми высших порядков непосредственно из основ-
ных положений классической механики. А в
статьях [10–13] описаны основы динамики систем
с произвольными дифференциальными связями,
приведены примеры задач и их решения. В [7] на
основе результатов работы [6] были получены диф-
ференциальные вариационные принципы для си-
стем с идеальными по Гартунгу–Добронравову
дифференциальными связями высших порядков и
доказана их необходимость и достаточность.

О дифференциальных принципах

При дифференциальных связях вида 

принципы систем с идеальными по Гартунгу–Доб-
ронравову дифференциальными связями высших
порядков выглядят согласно [7] так:

(1)

Здесь δk – частная изохронная вариация вектора

q=1 для нелинейных, а q=2 для линейных по

связей. Оказалось, что один из Принципов (1)

при q=2 эквивалентен принципу из [4] для систем 

с линейными по уравнениями связей.

Что же касается известных принципов и вариа-
ционных соотношений, то исторически они были
сформулированы как независимые. И каждый
имел своё собственное обоснование и интерпрета-
цию. Принципы Даламбера–Лагранжа (k=0), Су-
слова–Журдена (k=1), Гаусса (k=2), Манжеро-
на–Делеану (k≥3) в предложенных обозначениях 

имеют вид Обратим внима-

ние на то, что принцип Даламбера–Лагранжа
необходим и достаточен для описания движения
голономных систем и систем с линейными по ско-
ростям неголономными связями. Принцип Сусло-
ва–Журдена – для голономных систем и систем с
произвольными по скоростям неголономными свя-
зями. Принцип Гаусса – для голономных систем,
систем с произвольными по скоростям и линейны-
ми по ускорениям неголономными связями. И для
описания движения классических голономных и
неголономных управляемых систем этих принци-
пов вполне достаточно. Так, именно принцип Гаус-

са позволил в работе [14] получить вариационное
условие и замкнуть систему уравнений, описываю-
щую процесс удара абсолютно твёрдого шара по
упругому полупространству.

Естественно, возник вопрос о полной системе
дифференциальных принципов механики в рам-
ках парадигмы классической механики, адекват-
ных различным типам дифференциальных связей.
Такая система принципов для систем с идеальны-
ми по Гартунгу–Добронравову дифференциальны-
ми связями была выведена в векторной форме и
представлена в виде таблицы в работе [8].

Изображающая точка системы 
и её уравнения движения

Для вывода полной системы дифференциаль-
ных принципов мы воспользовались в [8] поняти-
ем изображающей точки системы (ИТ) [4–6], дви-
жущейся несвободно в абстрактном пространстве
Е3N по многообразию Rm.

Представим rℓ(xℓ,yℓ,zℓ) как rℓ(χ3ℓ–2,χ3ℓ–1,χ3ℓ) а
fℓ(Xℓ,Yℓ,Zℓ) как fℓ(f3ℓ–2,f3ℓ–1,f3ℓ), mℓ=m3ℓ–2=m3ℓ–1=m3ℓ; 

Введем, как это сделано в [4, 7–13],

ИТ, имеющую массу М, радиус-вектор x(xi), где
xi=χi√

–µi, µi=mi/M, i=1,2,…,3N. Тогда, согласно
[10], система векторных уравнений движения ИТ,
приведённая к одному дифференциальному поряд-
ку и подобная уравнениям Лагранжа 1-го рода,
примет вид:

(2)

В уравнениях (2) и далее предполагается сум-
мирование по двойному немому индексу в соответ-
ствии с правилом Эйнштейна. Здесь 3N-мерные
векторы силового фактора задаваемых сил 

Неопределенные множители

Лагранжа λp могут быть представлены в разных ви-
дах, удобных при численном решении конкретных 

прикладных задач n – общее

число линейных и нелинейных связей k-го и связей
более низких порядков, приведенных к единому 

дифференциальному виду

Введем силовой фактор «потерянных сил» P
[2, 5, 6] как P=F–Mx

..
. Тогда, например, принцип

Даламбера–Лагранжа примет вид (P·δ0x)=0, а
принципы (1) будут выглядеть так:

(3)
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Выражение (3) задаёт пару дифференциальных
вариационных принципов, описывающих движе-
ние неголономных систем k-го порядка. Здесь при
q=1 имеем дифференциальное вариационное соот-
ношение, а при q=2 – собственно вариационный
принцип [7], которому можно придать вид:

(4)

В этой форме принцип (4) подобен по виду прин-
ципу Гаусса и при k=2 тождественен ему. При этом
функция Z0 равна принуждению по Гауссу Zw [1, 2,
4–7]. Исходя из этого, назовём функцию Zs принуж-
дением s-го порядка. Заметим, что принцип (4) эк-
вивалентен принципу, предложенному в работе [4].
Обратим внимание на то, что все представленные
выше дифференциальные вариационные принципы 

могут быть заданы одной формулой

где r=0 при k≤1, r=k–q при k≥2, q=1,2.

Ковариантные аналитические формы 
уравнений движения

Для решения конкретных практических задач
механики управляемого движения выведем более
удобные аналитические формы уравнений движе-
ния и дифференциальных принципов высших по-
рядков. Соотношение x=x(i,qj), выражающее де-
картовы координаты через обобщенные, выделяет
в Е3N риманово многообразие Rm. Задача состоит в
представлении движения материальной системы с
помощью терминов геометрии Rm. Эта задача была
решена в [6, 11–13]. Согласно этим работам все ко-
вариантные формы уравнений движения выводят-
ся единообразно путём скалярного умножения (2)
на координатные векторы ej=∂x/∂qj=∂x

.
/∂q

.
j=… с по-

следующими алгебраическими и дифференциаль-
ными преобразованиями для той или иной формы
уравнений. Таким образом, получим следующие
ковариантные формы уравнений движения.

RmQ-форма, подобная уравнениям движения в
обобщённых силах:

(5)

Здесь Qi
P=Qi

F+Qi
Ф, Qi

F – i-я задаваемая обобщен-
ная сила; 

– i-я обобщенная сила инерции; 

– уравнения связей, представленные в терминах
геометрии Rm; ei – координатные векторы взаимно-
го базиса в касательном к Rm пространстве Em; 
ei=gijej, gij – контравариантные компоненты метри-

ческого тензора пространства Rm, определяемые
выражением для кинетической энергии системы
[4, 5], Θkj=(Tk·ej). Заметим, что при градиентном
управлении движением Θkj=0.

RmA-форма, подобная уравнениям Аппеля:

(6)

Здесь, согласно [6, 10–13], Ks – универсальная
кинетическая мера движения s-го порядка – кинэта.

K(s) – часть кинэты,

квадратично зависящая от Q(r) – обобщенный

силовой фактор r-го порядка  

Заметим, что при r=0 уравнения движения в
RmA-форме становятся уравнениями Аппеля.

RmΛΛ-форма, подобная уравнениям Лагранжа:

(7)

Здесь Назовём этот

дифференциальный оператор оператором Эйле-
ра–Лагранжа порядка (r+1). Заметим, что при
q=1 уравнения (7а) будут выглядеть так 

А при r=0 эти уравнения становятся уравне-
ниями Лагранжа 2-го рода.

Уравнения движения в обобщенных 
силовых факторах (RmQ(r)-форма)

(8)

Здесь обобщённые силовые факторы QФj
(r) и Qλj

(r),
согласно [9–11], равны
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Отметим, что при r=0 уравнения движения в
обобщённых силовых факторах эквивалентны
уравнениям движения в обобщённых силах [9].

Ковариантные аналитические формы принципов

Получим ковариантные формы записи диффе-
ренциальных принципов механики из уравнений
(6)–(9).

RmQ-форма принципов. Умножим (5) на и

просуммируем по j. С учётом того, что fp=0 и 

получим:

(9)

В такой форме принципы (9) при Θkj=0 приве-
дены в [9].

RmA-форма принципов. Уравнениям (7) соот-
ветствуют Принципы:

(10)

которые выводятся из них аналогично принципам
(9). Если ввести характеристическую функ-

цию определяющую состояние

движения системы при векторе задаваемых сил
F=F(t,qj,q

. j), то принципы (10) примут вид

Заметим, что при q=2 и Θkj=0 имеем собствен-
но принцип (11):

(11)

Нетрудно показать, что Rs=Z(r). Здесь Z(r) – зави-

сящая квадратично от часть функции Zr. Дей-

ствительно,

Это доказывает эквивалентность (4) и (11).
При Θkj=0 и с учётом того, что 

принципы (10) и (11) примут вид

(12)

Соответствующий вид будут иметь и уравнения
движения в этой форме

(13)

Назовём (12) и (13) RmGA-формой принципов и
уравнений.

RmΛΛ-форма принципов. В этой форме принци-
пы выглядят так:

(14)

Они выводятся аналогично принципам (10) и
при q=1 и Θkj=0 имеют вид

Заметим, что эта форма принципов также до-
пускает введение характеристической функции
Rr+1=Z(r–1) для систем с r=1,2,... и вектором задавае-
мых сил вида F=F(t,qj). Действительно,

(15)

С учётом (15) принципы (14) примут вид

где а принцип (14)

будет выглядеть так:

Соответствующий вид будут иметь и уравнения

Назовём (17) RmGΛ-формой принципов и ура-
внений.

RmQ(r)-форма принципов. Этой универсальной
форме записи уравнений (8) соответствуют прин-
ципы:

где QPj
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Здесь обобщённый силовой фактор инерции QФj
(r)

может быть вычислен по любой из приведенных
выше формул, а сами принципы могут быть записа-
ны в представлениях взаимодействующих пар-
циальных движений и взаимодействующих тел [9].

Заключение

Возможны и другие ковариантные формы урав-
нений движения и принципов неголономных сис-
тем высших порядков, которые в данной статье не
рассматриваются. Интегральные вариационные

принципы, описывающие движения неголоном-
ных систем высших порядков, будут рассмотрены
в следующей работе. Представленные нами резуль-
таты могут быть положены в основу целого ряда
более детальных исследований в области теории
неголономных систем высших порядков. Естес-
твенным образом они могут стимулировать и уже
породили появление ряда прикладных работ в раз-
личных областях неголономной механики, меха-
троники, электромеханики и электродинамики
[12, 13].
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