
Постановка задачи

Для решения задач синтеза оптимальных методов
приема и обработки информации в оптической лока-
ции и связи очень часто используют в качестве веро-
ятностных моделей флуктуаций сигналов дискрет-
ные законы распределения. Наиболее широко приме-
няются законы распределения Пуассона, Лагерра, би-
номиальный, отрицательный биномиальный [1–7].
Однако каждый из этих законов распределения в от-
дельности зачастую не дает необходимой степени
обобщения данных по флуктуациям оптических сиг-
налов, а некоторые из них дублируют друг друга.

В работах [8, 9] было получено выражение для
обобщенного дискретного закона распределения
односторонней случайной величины, когда она мо-
жет принимать только положительные значения.
Существенным недостатком полученного распре-
деления является то, что оно не позволяет описы-
вать распределения с ненулевым параметром сдви-
га. Могут также возникать ситуации, когда дис-
кретная случайная величина (СВ) принимает как
положительные, так и отрицательные значения,
то есть является двухсторонней.

Дж. К. Орд в своих работах [10, 11] в качестве
источника дискретных распределений рассматри-
вал разностное уравнение первого порядка с пере-
менными коэффициентами

(1)

где a, b2, b1 и b0 – параметры дискретных законов ра-
спределения; x – целочисленная дискретная пере-
менная, принимающая значения на интервале
(–∞,∞) либо [0,∞), либо на конечном интервале [l1,l2].

В результате решения разностного уравнения
(1), при различных корнях квадратного трехчлена
знаменателя, Орд получил семейство дискретных
распределений. В частности такие распределения,
как: биномиальное, гипергеометрическое, Пуассо-
на, отрицательное биномиальное, отрицательное
гипергеометрическое и еще несколько других ра-
спределений. Однако, из-за сложности идентифи-
кации распределений этого семейства по сравне-
нию с непрерывными распределениями Пирсона,
распределения Орда используются на практике
редко [12, 13].
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Основная цель работы – произвести модерниза-
цию разностного уравнения Орда (1) и в результате
его решения получить обобщенный закон распре-
деления двухсторонней дискретной случайной ве-
личины, а на его основе разработать метод иденти-
фикации дискретных законов распределения.

Основные результаты

По аналогии с разностным уравнением Орда (1)
весьма разнообразный характер дискретных зако-
нов распределения можно задать с помощью раз-
ностного уравнения

(2)

где ∆p(x)=p(x+1)–p(x); a1, a0, b2, b1 и b0 – параметры
дискретных законов распределения, m1 – началь-
ный момент 1-го порядка. Необходимо отметить,
что уравнение (2) аналогично модернизированно-
му дифференциальному уравнению Пирсона для
плотностей вероятностей [14].

Используя общие свойства вероятностей воз-
можных значений p(x), установим правила опреде-
ления параметров a1, a0, b2, b1 и b0, входящих в ура-
внение (2). Для этого запишем уравнение (2) в сле-
дующем виде

либо

(3)

где y=x–m1.
Пусть допустимые значения центрированной

дискретной СВ ξ0 заключены в интервале [l1,l2].
Просуммируем левую часть равенства (3) по ча-
стям, используя формулу суммирования по частям
[15, 16]

В результате получим

Выражение в фигурных скобках обращается в
нуль на верхней границе интервала суммирова-
ния, так как p(l2+1)=0, а на нижней границе интер-
вала суммирования в общем случае равно

Рассмотрим, при каких условиях оно равно ну-
лю. Если допустимые значения СВ ξ0 имеют конеч-

ное множество значений в интервале [0,N] либо
счетное множество значений на неограниченном
интервале [0,∞), то l1=–m1. При этом можно поло-
жить, что

(4)

При всех других интервалах допустимых зна-
чений дискретной СВ будем полагать, что

(5)

Используя определение центральных моментов
для дискретной СВ [17] и полагая, что выполняет-
ся условие (4) либо (5), имеем

(6)

где µn=〈yn〉 – центральный момент n-го порядка;

Уравнение (6) позволяет получить рекуррент-
ные соотношения для определения моментов более
высокого порядка по моментам более низкого по-
рядка. Последовательно полагая в (6) n=0,1,2,3 и
учитывая, что µ0=1, µ1=0, ϑ00=0, ϑ01=1, ϑ02=1,
ϑ10=1, ϑ20=1, ϑ11=0, ϑ00=0, ϑ12=3µ2, ϑ22=4µ3,
ϑ21=4µ3–3µ2, ϑ32=5µ4–2µ3+µ2, получим:

(7)

Выразим параметры a1, a0, b2, b1 и b0 через цен-
тральные моменты µ2, µ3, µ4. Из второго уравнения
системы (7) следует, что b0≠0. Поэтому систему
уравнений (7) можно решить относительно пара-
метров a1, a0, b2 и b1. В результате решения системы
уравнений (7) и некоторых преобразований полу-
чим:

(8)

где коэффициенты K1 и K2 определяются соотно-
шениями

(9)

С целью упрощения выражений для параме-
тров a1, a0, b2 и b1 положим, что b0=(2–K2)µ2. Тогда
из (8) следует

(10)

Следовательно, параметры a1, a0, b2, b0 и b1 опре-
деляются коэффициентами K1 и K2, вычисляемым
по формулам (9), а также центральным моментом µ2.
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Решение разностного уравнения (2) в рекур-
рентной форме с учетом (10) имеет следующий вид

(11)

либо в обычной форме

(12)

где С – коэффициент нормировки; µ – параметр
сдвига.

Рассмотрим основные частные случаи распре-
деления (12), чтобы выяснить, каким образом оно
связано с известными уже дискретными законами
распределения. Оценку потенциальных возможно-
стей распределения (12) будем производить с помо-
щью коэффициентов K1 и K2.

Распределение I. Пусть для коэффициентов K1

и K2 выполняются неравенства –∞<K1<∞, 1<K2<1,5.
Положим, что

При этом (12) преобразуется к виду

(13)

где (a)k=a (a+1)…(a+k–1) – символ Похгаммера;
c>0, b>0, N≥2, –∞<µ<∞ – параметры распределе-
ния [18].

Частными случаями распределения (13) явля-
ются бета-биномиальное распределение при µ=0,
дискретный равномерный закон при b=1, c=1 и от-
рицательное гипергеометрическое распределение
при b=m, c=M–m+1, µ=0 и N=S–M [13, 19]. На
рисунке представлена область существования ра-
спределения (13) в координатах K1 и K2. Для него
справедливо неравенство 1<K2<1,5.

Рисунок. Диаграмма двухсторонних законов распределения
дискретной СВ

Figure. Diagram of bilateral laws of random variable distribution

Распределение II. Пусть для коэффициентов
K1 и K2 выполняются соотношения –1<K1<1;
K2=1. Положим m1=µ+pN, µ2=pN(1–p) и K1=1–2p.
Тогда (12) преобразуется к виду

(14)

где 0<p<1, N≥1 – параметры распределения. Част-
ным случаем (14) при µ=0 является биномиальное
распределение [6, 13].

На рисунке представлена область существова-
ния распределения (14). Ей соответствует отрезок
прямой II.

Распределение III. Пусть для коэффициентов K1

и K2 выполняются соотношения K1=1; K2=1 а
m1=µ+λ и m2=λ. При этом (12) преобразуется к виду

(15)

где λ>0 – параметр распределения.
Частным случаем распределения (15) при

µ=0 является распределение Пуассона. На рисун-
ке области существования распределения (15) со-
ответствует точка с координатами K1=1; K2=1.

Распределение IIIa. Пусть для коэффициентов
K1, K2 выполняются соответственно неравенства
K1=–1; K2=1, а m1=µ–λ и m2=λ. При этом (12) пре-
образуется к виду

(16)

На рисунке области существования распределе-
ния (16) соответствует точка с координатами
K1=–1; K2=1.

Распределение IV. Пусть для коэффициентов
K1 и K2 выполняются соотношения K1>1, K2=1.
Положим
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При этом (12) преобразуется к виду

(17)

где 0<q<1, α>0 – параметры распределения.
Частными случаями распределения (17) явля-

ются: отрицательное биномиальное распределение
при µ=0, распределение Паскаля при α=m, геоме-
трическое распределение при α=1 и µ=0; распре-
деление Фарри при α=1 и µ=1 [6, 13, 19]. На ри-
сунке представлена область существования ра-
спределения (17). Ей соответствует отрезок пря-
мой IV.

Распределение IVa. Пусть для коэффициентов
K1, K2 выполняются соответственно неравенства
K1<–1, K2=1. Положим

При этом (12) преобразуется к виду

(18)

где 0<q<1, α>0 – параметры распределения.
На рисунке представлена область существова-

ния распределения (18). Ей соответствует отрезок
прямой IVa.

Распределение V. Пусть для коэффициентов
K1 и K2 выполняются неравенства –1≤K1≤0, K2<1.
Введем вспомогательные коэффициенты K3 и K4,
определяемые соотношениями

(19)

Если K3≥1, K4≤–1, то можно положить, что

Тогда распределение (12) преобразуется к виду

(20)

где c≥N, b≥N, N≥2 – параметры распределения.
Частными случаями (20) являются гипергеоме-

трическое распределение при µ=0 либо при µ=M,
c=N+M [6, 13, 19]. На рисунке представлена
область существования распределения (20). Для
нее справедливы неравенства –1≤K1≤0, K2<1,
K3≥1, K4≤–1.

Распределение VI. Пусть для коэффициентов
K1, K2, K3 и K4 выполняются неравенства K1>0,
K2<1, K3>1, K4≥1. Положим, что

Тогда распределение (12) преобразуется к виду

(21)

где a>0, b≥a, c>0 – параметры распределения;
B(α,v) – бета-функция [20].

Частными случаями распределения (21) явля-
ются отрицательное бета-биномиальное распреде-
ление при µ=0 и бета-распределение Паскаля при
µ=M, c=a+b–M [6, 13]. На рисунке представлена
область существования распределения (21). Для
нее справедливы неравенства K1>0, K2<1, K3>1,
K4≥1.

Распределение VIa. Пусть для коэффициентов
K1, K2, K3 и K4 выполняются неравенства K1<–0,
K2<1, K3≤–1, K4<–1. Положим

Тогда распределение (12) преобразуется к виду

(22)

где a>0, b≥a, c>0 – параметры распределения.
На рисунке представлена область существова-

ния распределения (22). Для нее справедливы не-
равенства K1<–0, K2<1, K3≥–1, K4<–1.

Распределение VII. Пусть для коэффициентов
K1, K2, K3 и K4 выполняются неравенства K1>0,
K2<1, –K3≤1, –1<K4<1. Положим

Тогда распределение (12) преобразуется к виду

(23)

где c>0, b≥–0,5c, a>0 – параметры распределения.
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На рисунке представлена область существова-
ния распределения (23). Для нее справедливы не-
равенства K1>0, K2<1, –K3≥1, –1<K4<1.

Распределение VIIa. Пусть для коэффициентов
K1, K2, K3 и K4 выполняются неравенства K1<0,
K2<1, –1<K3<1, K4≤–1. Положим

Тогда распределение (12) преобразуется к виду

(24)

где c>0, b≥–0,5c, a>0 – параметры распределения.
На рисунке представлена область существова-

ния распределения (24). Для нее справедливы не-
равенства K1<0, K2<1, –1<K3<1, K4≤–1.

Распределение DI. Пусть для коэффициентов K1,
K2, K3 и K4 выполняются неравенства –∞<K1<∞,
K2<1, –1<K3<1, –1<K4<1. Положим

Тогда распределение (11) преобразуется к виду

либо в обычной форме

(25)

где

– параметры распределения;

– обобщенная гипергеометрическая функция [21].
Если λ1=λ2=λ, то K1=0. При этом (25) преобра-

зуется к виду

(26)

Распределение (26) является симметричным.
Его непрерывным аналогом является распределе-
ние Стьюдента.

На рисунке представлена область существова-
ния распределения (25). Для нее справедливы не-
равенства –∞<K1<∞, K2<1, –1<K3<1, –1<K4<1.
Слева она ограничена областью существования
частного случая распределения VIIa при b=–0,5c,
а справа – областью существования частного слу-
чая распределения VII при b=–0,5c.

На основе соотношения (4) можно получить вы-
ражения для параметра сдвига µ при различных
значениях параметров K1, K2, K3 и K4. Причем,
если 1<K2<1,5, то
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Если K2<1, то
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Выводы

Таким образом, произведена модернизация раз-
ностного уравнения Орда и получено его решение в
виде обобщенного распределения вероятностей
(12). Показано, что частными случаями распреде-
ления (12) являются известные дискретные законы
распределения, такие как равномерный, бино-
миальный, Пуассона, отрицательный биномиаль-

ный, гипергеометрический, отрицательный гипер-
геометрический. Рассмотрены числовые характе-
ристики обобщенного распределения (12), а также
на его основе разработан метод идентификации ос-
новных видов дискретных законов распределения с
помощью коэффициентов K1, K2 и вспомогатель-
ных коэффициентов K3, K4, определяемых при по-
мощи формул (9) и (19) соответственно.
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The urgency of considered issue is caused by the need to improve the accuracy and to simplify the approximation of experimental discre-
te data laws for bilateral distribution. Discrete distribution laws have wide practical application of probabilistic models as signal fluctua-
tions in solving the synthesis of optimal methods for receiving and processing information in optical radar and communications. It is of-
ten necessary to use a generalized discrete distribution law, as each of the known laws of distribution alone can not achieve the neces-
sary degree of integration of data with respect to fluctuations of optical signals.
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The main aim of the study: modernization of the Ord difference equation and getting on basis of its solving the distribution law for
generalized two-way discrete random variable, and development of the method for identifying the main types of discrete distribution
laws applied in practice.
The methods used in the study: calculations using methods of the probability theory and statistics, as well as the software MathCAD;
methods of integral and differential calculus.
The results: The authors have modernized the Ord difference equation and have received its solution in the form of generalized proba-
bility distribution. It was shown that the known discrete distribution laws, such as uniform, binomial, Poisson, negative binomial, hyper-
geometric, negative hypergeometricparticular are the particular cases of the obtained distribution. The paper introduces the diagram of
the bilateral distribution laws of discrete random variable, which shows the existence areas of the above discrete distribution laws. The
authors considered numerical characteristics of the generalized distribution and on its basis developed the method of identifying the
main types of discrete distribution laws applied in practice.
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Ord distribution, discrete distribution law, approximation of distribution laws, density of probabilities distribution, discrete random variable.


