
Введение
Как известно [1], одной из проблем дифферен�

циальной геометрии многомерной поверхности яв�
ляется проблема инвариантного оснащения. Для m�
мерной поверхности (m�поверхности) Sm в n�мер�
ном евклидовом пространстве En эта проблема ста�
новится тривиальной, поскольку с каждой текущей
точкой m�поверхности Sm в En ассоциируется осна�
щающая (нормальная) (n–m)�плоскость Pn–m, орто�
гональная касательной m�плоскости Lm к Sm в ее те�
кущей точке. Поэтому при изучении m�поверхно�
сти Sm⊂En представляет интерес детальное изучение
полей инвариантных геометрических образов,
определяемых компонентами внутреннего фунда�
ментального геометрического объекта m�поверхно�
сти Sm⊂En в смысле Г.Ф. Лаптева [2].

Данная работа посвящена рассмотрению m�по�
верхности Sm⊂En. Раздел 1 работы посвящен анали�
тическому аппарату, в котором указываются основ�
ные дифференциальные уравнения m�поверхности
Sm⊂En и объясняется задача, которая решается в дан�
ной работе. В разделе 2 изучаются двумерные пло�
щадки L2

1
⊂Lm и P2

1
⊂Pn–m и отображения ft

1:P2
1
→L2

1,
которые отвечают каждому фиксированному напра�
влению t∈Lm и определяются двумя соответствую�
щими функциями двух аргументов. Доказывается
существование конечного числа двумерных площа�
док L2

1 таких, что функции, определяющие отобра�
жение ft

1 (отображение Коши–Римана), удовлетво�
ряют условиям Коши–Римана ([3. С. 188–189]).

Все рассмотрения в данной статье носят ло�
кальный характер, а функции, встречающиеся в
статье, предполагаются функциями класса С ∞.
Обозначения и терминология соответствует при�
нятым в [1–7].

1. Аналитический аппарат
Рассматривается n�мерное евклидово про�

странство En, отнесенное к подвижному ортонор�
мальному реперу R={A

–
,e–i} с деривационными фор�

мулами и структурными уравнениями

(1)

где 1�формы ω i
j удовлетворяют соотношениям

(2)

вытекающим из ортонормальности репера R.
Здесь и в дальнейшем индексы будут прини�

мать следующие значения

В пространстве En рассматривается m�мерная
поверхность Sm и к ней присоединяется ортонор�
мальный репер R так, что точка A – текущая точка
этой поверхности, а m�мерная плоскость

(3)

касается ее в точке A. Здесь и в дальнейшем симво�
лом Гq=(X

–
,x–1,…,x–q)  обозначается плоскость про�

странства En, проходящая через точку X с радиус�
вектором X

–
и параллельная линейно независимым

векторам x–1,…,x–q пространства En. В силу выбора
ортонормального репера R дифференциальные
уравнения m�поверхности Sm в En запишутся в виде

(4)

Заметим, что в дифференциальных уравнениях
(4) величины Aα�

αβ
являются компонентами фунда�

ментального геометрического объекта Г={Aα�

αβ
}

m�поверхности Sm в смысле Г.Ф. Лаптева [2].
Замечание 1.1. В данной статье предполагается,

что m и n удовлетворяют неравенствам

(5)

Замечание 1.2. Из (2) и (3) следует, что с каждой
точкой A∈Sm⊂En ассоциируется оснащающая (нор�
мальная) m�плоскость
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(6)

ортогональная Lm.
Замечание 1.3. Из (3) с учетом (2) вытекают со�

отношения

(7)

Замечание 1.4. В данной статье изучаются поля
инвариантных геометрических образов m�поверх�
ности Sm⊂En, определяемых компонентами геоме�
трического объекта Г, а также некоторые частные
классы m�поверхностей Sm, когда эти геометриче�
ские образы имеют специальный вид.

Замечание 1.5. Кривую k(t), описываемую точ�
кой A∈Sm⊂En, в дальнейшем будем задавать диф�
ференциальными уравнениями

(8)

Здесь θ – параметрическая 1�форма, удовлетво�
ряющая структурному уравнению Dθ=θ∧θ1, а ве�
личины tα с учетом (1) удовлетворяют дифферен�
циальным уравнениям

где δ – символ дифференцирования по вторичным
параметрам [2]. Прямую

(9)

касательную к кривой (8) в точке A∈Sm будем назы�
вать направлением t. В дальнейшем любую опера�
цию, совершаемую вдоль кривой (8), будем считать
так же совершаемой в направлении (9) или в на�
правлении t, которое принадлежит Lm или его под�
пространству.

2. Поля двумерных площадок 
в линейном подпространстве Lm

В этом разделе будут рассмотрены двумерные
площадки, отвечающие точке A∈Sm⊂En в соответ�
ствующих линейных подпространствах Lm и Pn–m.

2.1. Отображение ft: P 2
1
→L2

1; P 2
1
⊂Pn–m, L2

1
⊂Lm

2.1.1. Точке A∈Sm в соответствующих линейных
подпространствах Pn–m и Lm сопоставим двумерные
площадки P 2

1эA и L2
1эA , которые зададим следую�

щим образом
1) Двумерную плоскость P2

1
⊂Pn–m, проходящую

через точку A∈Sm, относительно ортонормального
репера R определим так

(10)

Из (1) и (6) с учетом (10) следует, что на m�по�
верхности Sm⊂En имеют место дифференциальные
уравнения

(11)

2) Двумерную площадку L2
1
⊂Lm в локальных ко�

ординатах ортонормального репера определим так

(12)

где

(13)

а величины g
α1

α�1 удовлетворяют дифференциальным
уравнениям

(14)

Из (10) и (12) с учетом (2) следует, что точке
A∈Sm⊂En отвечают линейные подпространства

(15)

2.1.2. Точке A∈Sm сопоставим точки X∈L2
1 и

Y∈P 2
1 с радиус�векторами

(16)

Отсюда с учетом (1), (4), (8)–(11) получаем

(17)

Здесь символ (…)a�1 означает несущественные
для нас выражения.

Из (17) с учетом (10)–(14), (9) и (15) замечаем,
что каждой точке A∈Sm⊂En отвечает отображение

(18)

соответствующее фиксированному направлению
t=(A

–
,ε–

β
)t β

∈Lm. Здесь

(19)

При этом величины Gα1
a1α

удовлетворяют диффе�
ренциальным уравнениям

Здесь явный вид величин, стоящих при ωβ, для
нас несущественен.

Геометрически отображение (20) (по аналогии
с [7. C. 347]) каждой точке Y∈P 2

1, отвечающей точ�
ке A∈Sm, сопоставляет прямую X=(A

–
,ε–

α1
)xα1 пересе�

чения плоскости L2
1 с линейным подпростран�

ством, проходящим через Pn–m и касательную к ли�
нии (Y), описываемой точкой Y вдоль кривой (8)
или в направлении t. При этом точка Y предполага�
ется нефокальной точкой (n–m)�плоскости Pn–m

в смысле [5].

2.2. Попарно�ортогональные площадки в m�плоскости Lm

2.2.1. Отображение ft
1:P2

1
→L2

1 Коши–Римана.
Определение 2.1. Отображение ft

1: P 2
1
→L2

1 назы�
вается отображением Коши–Римана и обозначает�
ся ftr, т. е. ft

1
→ftr

1, если определяющие его функции
при каждом фиксированном направлении удовле�
творяют условиям Коши–Римана [3. С. 188–189].

Из (20) в соответствии с определением 2.1 за�
мечаем, что отображение ft

1:P 2
1
→L2

1 является ото�
бражением ftr

1(ft
1
→ftr

1) тогда и только тогда, когда
в точке A∈Sm выполняются условия

�

�
11 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 11

.
b

a a b a a a a
dG G G G A G

α β α α α α αβ α β

α α β α β α α αβα
ω ω ω ω ω+ − − + =

�

�

�

�
1 11 1 1 1 1 1

1 1 11 1

, .
a a a
G A g A G g

α α α α α αα α

α α α α α αα α
δ δ= + = +

1 1 1 1

1

1 1 1

2 2 1 1
: ( ) , 0,

a

t a
f P L y G y G t

α α α α

α α
λ λ→ ⇔ = + ≠

�

�
1 1

11

( ) ( ) .
aa

a
a

dY

e y A t e
β β α

α α β
δ

θ

= + +�

1 1

1 1

, .
a

a
X A x Y A y e

α

α
ε= + = +

� � �

�

�
11 1

1 11 1 1 1

1

2 3 2

1 1

2 3 2

( , ,..., ) ,

( , ,..., ) ,

, .

n m m n

m m

P A e e P

L A L

e g e g g
α αα

α αα α α α

ε ε

ε

− − +

−

= ⊥

= ⊥

= + = −

� �

�

� � � �
1 1 1 1 11 1

1 1 1 1 1 1
1

.dg g g g
β βα α α α α α

α α β α α α αβ
ω ω ω ω+ − + =

�

�
1

1 1 1 1

,e g e
α

α α α α
ε = +

� �
1 1 1

1

1

2 1 2
( , , ) , 0,

a

L A x g x x
αα α

α
ε ε= ⇔ = =

� �

� � � � �

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 11

1 1 1 1 1 11

.

a aa a

a a
a a

ba b a a a a

a a b a a a
b

A A

dA A A A A

α α

α α

β β

α α α β α αβ

ω ω ω ω

ω ω ω ω

= = − = − ⇒

⇒ + − − =
�

�

�
11

2 1 2
( , , ) 0, 0.

m m
P A e e x x

α α

+ +
= ⇔ = =

( , )
m

t A e t L
α

α
= ⊂

1 1 1
, ( ), ( ),t t t

α α β α α α

β β β
δ π θ π ω δ θ θ δ+ = = =

� �

.t
α α

ω θ=

, .
a a

a a a a a
A A A A A

α α β α α β

α β β αβ β α
ω ω ω= − = ⇒ = − =

1
( , ,..., ),

n m m n
P A e e

− +
=

Известия Томского политехнического университета. 2012. Т. 320. № 2

10



эквивалентные соотношениям

tα – фиксированы.                        (20)
Имеет место следующая теорема.
Теорема 2.1. Каждой двумерной плоскости

P 2
1
⊂Pn–m, отвечающей точке A∈Sm⊂En, в m�плоскости

Lm (m>2), касательной к Sm в точке A, соответствует
конечное число двумерных площадок L2

1 таких, что

(21)

Доказательство. Из (20) в силу (15), (21) и в со�
ответствии с определением 2.1 следует, что
k1=2(m–2) величин g

α1

α�1=–g
α�1

α1 определяющих двумер�
ные площадки L2

1
⊂Lm, о которых идет речь в настоя�

щей теореме, удовлетворяют следующей системе
k1 неоднородных алгебраических уравнений:

(22)

Здесь

(23)

Покажем, что система (22) имеет конечное чи�
сло решений относительно величин g

α1

α�1=–g
α�1

α1. Рас�
смотрим якобиеву матрицу системы (22)

(24)

и подсчитаем ее ранг при нулевых значениях вели�
чин g

α�1

α1=g
α1

α�1 =0. Тогда из системы (23) получаем сле�
дующие соотношения

(25)

Рассмотрим с учетом (25) в матрице (24) минор
порядка k1=2(m–2)

(26)

здесь значения пар индексов указывает 

на номера строк, а – на номера столбцов.

Пусть, например, 

Тогда из (23) и (26) получаем

(27)

Из (27) заключаем, что определитель (26) в об�
щем случае не равен нулю в точке A∈Sm⊂En. В этом
нетрудно убедиться, например, при следующих чи�
словых значениях  Aα�1

m+1,β�1
=δ

β
�

1

α�1, Aα�1
m+2,β�1

=0 при которых
с учетом (27) Hk1

=1≠0.
Поскольку определитель (26) не равен нулю

в общем случае, то ранг матрицы (24) равен
k1=2(m–2). Это означает, что система (22) состоит
из алгебраически независимых уравнений, а пото�
му в общем случае она имеет конечное число реше�
ний относительно g

α1

α�1=–g
α�1

α1. Теорема доказана.
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